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Proporgao Amostral

Seja X, X», ..., X;,, uma a. a. duma popula¢ao Bernoulli com probabilidade de sucesso p, em que X; toma
o valor 1 se for um sucesso e o valor 0 se for um insucesso. A proporgdo amostral de sucessos é dada por:

n
gt
lain
=1

Propriedades:

" us=E(P)=p.
* of =Var(P) = p(lT—p)
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Proporcao Amostral

Se a dimensdo da amostra for pequena entdo sabe-se que,
P(Zn:ﬁ: X) —— xpx(l —_ p)n—x’ x=0,1,..,ncom0< p < 1,

pelo que

P(P=a) =P(X =na) = "Cpep™*(1—p)»™, a=0,

» ey

S

n
n

S|e

Se a dimensdo da amostra for grande entdo, pelo Teorema de Moivre-Laplace (i.e., variante do T. L. C. para

a distribuicdo Binomial),
1-
p( P) ,ouseja, Z = ———— ~ N(0; 1).
fp 1 p)

" Observagdo: Esta aproximacdo tem sido muitas vezes crltlcada, pois tem mostrado resultados
consideravelmente insatisfatérios e, apenas, continua a ser usada dada a sua simplicidade e implementacao
nos diversos programas estatisticos. Recomenda-se especial atengdo se a proporg¢do for tendencialmente
pequena ou grande, i.e., valores proximos de 0 ou de 1 (Pires e Amado, 2008).
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Numa dada Reparti¢io de Financas, sabe-se que 70% dos contribuintes pagam o IUC (Imposto Unico de
Circulagdo) dentro do prazo.
a) Qual a probabilidade de numa amostra de 35 IUC, pelo menos 65% terem sido pagos dentro do prazo?
b)Para a probabilidade da alinea anterior ser no minimo 80%, qual deve ser a dimensdao minima da
amostra a recolher (admita que a amostra sera de grande dimensao)?

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio: Propor¢ao Amostral

Sejam:
= X; av.a.que designa se o contribuinte i paga o IUC dentro do prazo,i =1, ...,n,

* Pava. que representa a proporcdo de contribuintes que pagam o IUC dentro do prazo, em n
contribuintes.

p=07.
3 X distribui¢ao Bernoulli =7= i < N(0; ).
n (= 35) grande r(1—-p)
n
— — 0,65-0,7
P(P>065)=1-P(P<065)=1-P|Z< =" 1— ®(—0,65) = ®(0,65) = 0,7422.
’ x r

35

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio: Propor¢ao Amostral

b) n =7

_ ,65—0,7
P(P>065)>08<1-P(P<065)>08P (z <2650 ) <02 o(-0,11Vn) < 0,2
© 0(0,11vVn) > 0,8

0,7x0,3
xJ n
Como ¢(0,84) =~ 0,8

& 0,11Vn > 0,84 © Vn > 7,6364 = n > 583 = n > 59.

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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19. Da experiéncia passada apurou-se que em 5% das declaracoes de IRS entregues
constam deducdes ilegais. Para efeitos de controlo foram examinadas 1000 declara-
¢oes escolhidas casualmente de entre todas as entregues. Supondo que se mantém o
padrdo de anos anteriores, calcule a probabilidade de pelo menos 60 terem esse tipo
de ilegalidade.




Exercicio 19
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—P
Resultado Aproximado pelo TLC: "~ Ta—p

n

~ N(0; 1).

0,06—0,05

0,05%(1—0,05)
1000

P(I326O/1000):P<Z2 >: 1-d(1,451) ~1 — 0,9265 =

0,0735



24. Num clube desportivo, a propor¢do de adeptos com opinido favordvel sobre a direc-
cao é de 75%.
a) Em 1000 adeptos seleccionados casualmente qual é, aproximadamente, a proba-
bilidade de se observarem menos de 720 com opinido favoravel a direc¢ao?
b) Qual devera ser a dimensdao minima de uma amostra casual de adeptos para que
o desvio entre a frequéncia relativa da amostra e a verdadeira proporcio de ade-
ptos favordveis a direc¢@o ndo atinja 0.02 em pelo menos 95% dos casos?




Exercicio 24 a)

Resultado Aproximado pelo TLC:  '* »(-p)

0,72—-0,75

0,75X(1-0,75)
1000

=1—-®(2,191) ~1 - 0,9857 = 0,0143

P(P < 720/1000)=P(Z < J )z ®(-2,191)



Exercicio 24 (h)
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Exercicio 24 (h)
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Diferenca de Proporgoes Amostrais

Sejam Xy1, X2, .., X1n, € X21,X23, ..., X2, duas a. a. independentes, de dimensdo n, e n, retiradas de duas
popula¢des Bernoulli, com parametros p, e p,, respetivamente, em que X;; toma o valor 1 se for um sucesso
e o valor 0 se for um insucesso, e

X & X
- 1i - 21
Po=)Y —eP,= ) =,
; (- My
=1 =1

Se as dimensdes das amostras forem grandes, entdo pelo Teorema de Moivre Laplace tem-se:

= o pi(1—p1) - o p2(1—p2)
Py ~N|{ py; T e P,~N| pz ‘n—z )
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Diferenca de Proporgoes Amostrais

donde pelo Teorema da aditividade da distribuicdo Normal vem:

- — 1-— 1-—
P,—P,~ N(pl _ pzi\lpl( p1) " p2( pz)),

n, n;

ou seja,
(Py—P,)— (ps — :
7 = 1 2) (p1 — p2) 2 N(0; 1).

pi(1-py) + p2(1—p,)
nq ny

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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A proporcao de clientes que optaram pela marca de telemdveis Noko na loja TeleMN foi 0,35 e na loja Optcel
foi 0,29. Calcule a probabilidade de, recolhendo uma amostra de 200 clientes na primeira loja e de 150
clientes na segunda, a proporgao amostral de clientes que optaram pela marca Noko na loja TeleMN ser
superior a da loja Optcel.

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Exercicio: Diferenca de Proporgoes Amostrais

Sejam:
= X,; av.a.que designa se o cliente i optou pela marca Noko na loja TeleMN, i = 1, ..., n;.
= X,;av.a.que designa se o cliente i optou pela marca Noko na loja Optcel,,i = 1, ..., 15.
= P, av.a.que representa a proporgao de clientes que optaram pela marca Noko na loja TeleMN, em
n, clientes
= ﬁz av. a. que representa a proporcao de clientes que optaram pela marca Noko na loja Optcel, em n,
clientes.

p. = 0,35 e p, = 0,29.

@1 _}_)z) - —-p2) -

X, e X, dist. Bernoulli = 7 = ZN(0; 1).
n, (= 200) e n, (= 150) grandes Jpl(l —p)  p2(1-py)
ny n;
= 5 S - 0-(0,35-10,29
P(P,>P,)=P(P,—P;>0)=1-P(P,-P,<0)=1-P|Z< ( )
0,35(1-0,35)  0,29(1 —0,29)
200 150

B
=1-®(-12) =1 - (1 - ®(1,2)) = ®(1,2) = 0,8849.

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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27. Depois de uma vigorosa campanha publicitdria a quota de mercado das batatas fritas

“As Estaladigas” passou de 8% para 10%. Suponha que se tinham realizados 2 in-

quéritos por amostragem, um antes de se iniciar a campanha (amostra de dimensao

100) e outro duas semanas depois do final da campanha (amostra de dimensao 300).

a) Qual a probabilidade de se concluir, recorrendo aos referidos inquéritos, que o
ganho de quota de mercado tinha sido superior a 5 pontos percentuais?

b) Qual a probabilidade de os inquéritos concluirem por uma perda de quota de

mercado?




Exercicio 27 a)

Anles da cmm‘pcm\aa. DX e B(i,uo%) —5 Awwsteo o v = 100

U,n.\;o‘\s do Cnhx\;om\no_ N x&u B(‘l,b.’t) — Am.uerldzo. © = 360



Exercicio 27 a)

o (=)

Vo s PRNTAS P

G,,.m_a'u. P({Ez-:ﬁ,\>0105\) = P(? - X, < —o.o'-‘;)

SQLL-.&L guR | 2 - -’?\' ;za_‘ &91'91) o H(
_ . ~ 0, ‘) ' onda B, = 0.02 , B, :0.1
\(e\(«-aa . 0 (n-83) i roa
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12"

X, - X~ (8. - -
P ( Xy~ X< - 0.05) = P %y~ (o, 9-?.) : 0.05 - (008 - 0.4)
. i - 100 " N

= P ( - NP I-L ‘
h 40.001935 ® §(-a.°13) = A E(O'QSU X 1-0.923%8 = 0.13¢ 2




Exercicio 27 b)

-—
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Estatisticas de Ordem: Distribuigao do Minimo
e Distribuigao do Maximo

P(Xg)= X) = 1- P(X(qy > X) = 1- [P(X; > X)X...xP(X, > X)] = 1- [1- P(X < X)"] = 1- [1-F(x)]"

P(Xn = X) = P(X; = x)%...xP(X, = x) = P(X <x)"=F(X)"




Distribuicoes de Amostragem

Formulario

e DISTRIBUICAO DO MINIMO E DO MAXIMO
G=1-[I-F]" Gy (x)=[F(]"
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Distribuicoes do Minimo e Maximo:
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13. O tempo que um aluno despende por dia no messenger tem distribuicdo exponencial
com média 2 horas. Seleccionaram-se 5 dias ao acaso tendo-se observado o tempo

despendido no messenger em cada um deles.
a) Calcule a probabilidade do tempo médio despendido no messenger, por dia, ser
superior a 4 horas?

b) Qual a probabilidade de o tempo médximo despendido por dia, ndo ultrapassar 6
horas?




Exercicio 13 a)

X-v.o. Taepo dideio odus% o feokook Lva horas
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Distribuicoes: Exponencial, Gama e Qui-Quadrado

o EXPONENCIAL X ~Ex(1), (A>0) ; X ~Ex(2) < X ~G(1,2)
flx|A)y=ie™, x>0  E(X) =% : Var(X) =ii2 S 3A) =1/ 2
Propriedades:

X; ~Ex() (i=1,2,.., k) independentes = 3 X, ~G(k,4) e min X, ~ Ex(k2)

* GAMA X ~G(a,4), (1>0,a>0)
a —Ar __a-l1
flxla,A) = ’“’F(—J; x>0 ; E(X) = %; Var(X)=-%; ()=al 2, & conhecido
a P
Propriedades:

« X, ~G(a;4),(i=1,2, . k) independentes = 3 X, ~ G( > ai;;t)

o X~G(a,A) entio ¥ =cX ~ G(a,i) onde ¢ constante positiva
c

* QUI-QUADRADO X ~ #*(n), (n inteiro positivo).
X~ (n)e X ~G(n/2:1/2) ; E(X)=n; Var(X)=2n
Propriedades:
« X, ~z,(i=1,2, . k) independentes :"ELX: ~ Zoncom n =Zf=ln,.

o X ~G(mA)= 24X ~ ¥ (2n) I
© X, ~ N(0D). G =12 n)mdependentes = ». X} ~ 7 (n)




Exercicio 13 b)

Queg-sa P[max(x) < 6]

Di ﬁrLRk\oulqsh do. gxivno

W
G“(u) =i ["‘“ (k)= "] % [F,‘(")‘} , onda m=5 . Llego,
P [hlox (X;') v Gl g 6'5(6) = [Fx (6)]5.

6 -
& F‘(e) - F()(sGB & Su 08 A% 4y & [_L-o.s:n.] % % & a0

Assiw.

FMax(6) = (1- e*-3)5 = (0,95)"5 = 0,774



w

14. O tempo decorrido desde a participagdo da avaria até a reparacdo (tempo de
reparacdo) de um certo tipo de mdquina € uma varidvel aleatéria com distribuicio

exponencial de média 4 horas.

a) Em dez avarias participadas qual a probabilidade de o menor dos tempos de
reparagdo ser superior a 2 horas? E do maior dos tempos de reparagdo nio
ultrapassar as 8 horas?

b) Numa amostra casual de 40 avarias qual a probabilidade da média dos tempos de

reparacdo ser inferior a 5.1 horas?




Exercicio 14 a)
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Exercicio 14 a)

?(x'm, ss) = G, (3) = [F*[s)]“




Exercicio 14 h)
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Distribuicoes de Amostragem

. q: ~ -1
Média O./\/‘ S/J_ tn=1)

¢ POPULACOES NORMAIS

X -X5)- - —¥Aa)— a
(X1 —X3)—(m '”2)~N(0,1) Z=(X1 X2)— (1 —n2) Ziw)
- - — I _—
Diferenga de médias m n m n

onde Vv € o maior inteiro contido em r,
2 2
s s
- Xy = (1 - 12) {1— 2 J
m n
J_ o =
T =

22 22
5 ~tm+n-2) 1 |si” N 1 i
\j(m_l}Sl +(n-1)S} w1 m | sl

m+n=2
2 02
) ) ns (n-1)8 2
Varidncia O R e (n=1)
o o
2
i %

Relagdo de varidncias

2 ~F(m-1n-1)
s3 o




Distribuicoes de Amostragem

e GRANDES AMOSTRAS

Caso geral
X-ut X-ut
T ~ N(01 ~ N(0.1
Média Tin (0.0) S 7dn (0.
(X1 -X2)- (1 -p2) © (X1 - Xp) = (1 —p12) @
Diferenga de médias 5 ~N(oJ) SR ~N(@O1)
\’ g 0 \Fl )
s m o n
Populacio de Bernoulli
Proporcdo Y — a
pors X-0 ~ N(0,1)
o(1-6)
n
Diferenca de proporcdes Y - Xn — (0 — a
fa de propore X -Xo-G-9) %y (0]
6(1-6) 6,(1-6,)
m n
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Quais destas funcodes
sao estatisticas?

Estatistica

DEF. 4: ESTATISTICA:

Uma estatistica ¢ uma funcao das variaveis observaveis, e ¢ por si propria uma variavel
observavel que néo contém qualquer pardmetro desconhecido.
n
Z X

EXEMPLO 5: Se¢ja a a.a. [X;, Xz, ... ,X,]. A média amostral ; =2 ¢ uma
n

estatistica.

EXEMPLO 6: Sejaa v.ia X~N(u,6°) compeoc’ desconhecidos, entio x - j1 ndo

¢ estatistica porque ndio ¢ observavel, ¢ fungdo do pardmetro
desconhecido p.

EXEMPLO 6: Seja uma v.a. com distribuigiio N(u;6°)| Quais sdo Estatisticas?

a) X’-p d) X-4

X

b) o= e) X - logX®

) X3

apostila.PDF (ufpr.br)
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Estimador vs. Estimativa

Dada uma amostra aleatoria (Xi Xz, ..., Xn) chama-se estatistica a
uma funcao da amostra aleatéria que nao envolve parametros
desconhecidos.

Definicao
Chama-se estimador de # a uma estatistica que a cada amostra ob-
servada faz corresponder um valor que estima #, a que chamamos uma
estimativa de 6.

©*(Xjy, Xz, ..., Xp) € um estimador

0*(xy, X2, ..., Xn) € uma estimativa odulol_aula3 4 Estimacdo.pdf

Nao confundir

— estimador— variavel aleatoria
— estimativa—valor aproximado do parametro, obtido pelo estimador
usando uma amostra particular

Definigdo: Um estimador dum parametro da populagdo é uma varidvel aleatdria (v. a.) que depende da
informagdo amostral e cujas realizacdes fornecem aproximagdes para o parametro desconhecido. A um
valor especifico assumido por este estimador para uma amostra em concreto chama-se estimativa.
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Estimador vs. Estimativa

Exemplo: Sao estimadores
N X=13".X/n e i) S2 = =31 (X — X)2.

~n

Observada, por exemplo, a amostra (1,2,0,3,1,5)

As estimativas associadas aqueles estimadores sao:

Dx=430,x=2 e i) 2 =13°% (xi—x)?=3.2

Consideremos o caso de termos uma dada populagdo com
distribuicao F(x|#), com um parametro desconhecido 4.

Como se podem definir varios estimadores de um parametro, pde-se o
problema de escolher, se possivel “0 melhor”. H4 entao que
considerar certas propriedades que um estimador deve verificar.
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Estimadores vs. Estimativas

Paridmetros — é

(constantes) Estimadores—> 6
(variaveis aleatérias)




Estimadores vs. Estimativas

Sendo X o nimero de

X elementos da amostra
(n) que apresenta a
caracteristica de estudo

A estimativa do parametro da
proporcdo populacional (P) é dada
por esta férmula; e o respetivo
estimador é X/n.

ﬁ”‘} i L\\Parametro Estimador Estimativa

»41/ = p pe0a

Estatistica
Estimador




Resumo dos Principais Estimadores e
Estimativas em estudo...

Parametro a estimar Estimador Estimativa
" X = E%;Xi X — E?:M’f
2 2 SL(Xi—X)? > 1(Xf—X)
o S° = == §2 = &=t ZiT7)
B x(a ~ (b)
P P=- pP= XT
Pt — p2 X1 — Xz Xy — X2
2 2 2 2 2
oy / o3 ST/ S5 s7 / 5
P1 — P2 Py — P p1 — P2
(@ X -v.a.queconta..e” (®) x- nimero observado de sucessos na amostra de dimensao n. @)

modulol_aula3 4 Estimacéo.pdf
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Métodos de Estimacao

Vamos entao falar dos principais métodos de estimacao paramétrica.

Dos métodos de estimacao paramétrica vamos referir:

d Méetodo dos momentos le

o Método da Maxima verosimilhanca
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Métodos dos Momentos

Introduzido por Karl Pearson no inicio do século XX, foi o primeiro
meétodo de estimacao a ser apresentado e que tem uma filosofia muito
simples.

O método consiste em:
— considerar como estimadores dos parametros desconhecidos as so-

lucbes das equacdes que se obtém iqualando os momentos tedricos
aos momentos empiricos. [t qae Momentos populacionals
i Momentos amostrais

E um método de aplicacdo geral, tendo como Unica condicdo que a modulol_aula3 4 Estimagéo.pdf
distribuicdo tenha um numero suficiente de momentos (tedricos).
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Métodos dos Momentos

Sejam 61, ..., 0 parametros desconhecidos de uma v.a. X.
O método dos momentos consiste em igualar momentos tedricos e
momentos empiricos, i.e.,

E[X] = m] o/ mh=33 X
EIX?l=m, o my=331 X

E[Xk] = rn:( c/ mi( - 11_12?:1 le(

mj, = 137 . xK sdo os chamados momentos empiricos, calculados &
custa da amostra (x1, ..., Xn).

Aquelas igualdades dao-nos estimativas que sao concretizacdo dos
estimadores com as expressdes correspondentes. o)
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Métodos dos Momentos: Exemplo

Considere-se X N N(l, 02). Quais sdo os estimadores
dos momentos de p e g2?




Métodos dos Momentos: Exemplo

Consideremos X —~ N (u, o). Quais os estimadores de momentos de

e 027
Tem-se : o . C1x u=7
EX|=p e M=iXd X=X |img)
— - n = n .
EX?|=02+p? e My=1357,X? . z_lixz@ gz=lzx?—f2
donde g =Rl nlit

modulol aula! ! Estlmacalo.pa!

Portanto, os estimadores sdo:
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Métodos dos Momentos

Os caélculos nao sao complicados, mas no calculo dos momentos
empiricos aparecem poténcias de expoente elevado quando ha muitos
parametros, conduzindo a estimativas instaveis.

Por isso, como regra pratica deve evitar-se recorrer ao método dos
momentos para mais de quatro parametros.

Nota: Os estimadores obtidos pelo método dos momentos sao menos
eficientes do que os estimadores de maxima verosimilhanca, que
passamos ja a apresentar.

modulol _aula3 4 Estimacao.pdf

9, °
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 1: Suponha que X1, X2, ., Xn € uma a.a. proveniente de
uma distribuicdo exponencial com o parametro A. Determine o
estimador dos momentos de A.




Exercicio 1: Estimador dos Momentos

fE)=re ™ 0sx<w
1
F=E(X)=I
i Momento de demoshe %X‘ -

o Morerte do Fopulbcde  2[]. 1
A

Mibedo e Momenbos - E[x] o %




Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 2: Seja X1, X2, ., Xn uma a.a. que segue umav.a. com
funcéo densidade de probabilidade dada por

f{xl“} = (H -+ 1} . .x“ l““}(:{) o > U

Encontre um estimador para a utilizando o método dos momentos.
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Tabela 1.1: Tabela de Primitivas Elementares

S Pf=F
c,celR cx
x* (o—1) e
a+l
1 loglx|
X
e.\' e.\'
cosx sinx
sin X —COSX
sec’ x tgx
cosec’x —cotgx
1 arctgx
l+x?
| arcsinx
N 1-x?
coshx sinhx
sinhx cosh x

Toépico 08 .pdf (usp.br)
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Exercicio 2: Estimador dos Momentos

Assim,

Segue que,

Portanto,




Obrigada!

Questoes?

¢ o)
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